
Zweiphasenströmung im oberen Erdmantel

und chemische Differentiation

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades

doctor rerum naturalium

vorgelegt dem Rat der Chemisch-Geowissenschaftlichen Fakultät

der Friedrich-Schiller-Universität Jena

von Dipl.-Math. Norbert Gründer

geboren am 22.10.1965 in Berlin



Gutachter

1. Prof. Walzer

2. Prof. Jentzsch

3. Prof. Jacoby

Tag des Rigorosums: 30.06.1999
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Zusammenfassung:

Konvektion ist die wichtigste Form des Wärmetransports im Erdmantel.

Die Heizung von innen wird durch partielles Schmelzen und durch die da-

durch verursachte Neuverteilung der radioaktiven Quellen modifiziert. Zur

Beschreibung der Konvektion (durch Zweiphasenströmung) und der Auswir-

kungen auf die Konzentrationsverteilung der Radionuklide im oberen Erd-

mantel wird ein selbstkonsistentes Modell benutzt. Die Erhaltungsgleichun-

gen der Energie, des Impulses, der Masse und der Atomanzahlen der we-

sentlichsten Radionuklide und ihrer Zerfallsprodukte werden verwendet, um

die Fließgeschwindigkeiten, Temperaturen und Konzentrationen sowohl der

festen Matrix als auch des längs der Korngrenzen strömenden fluiden Ma-

terials als Funktionen des Ortsvektors und der Zeit zu bestimmen. Den Zu-

sammenhang zwischen den Mikro- und Makrogeschwindigkeiten vermittelt

das Darcy-Gesetz. Die Viskosität wird als Funktion der Temperatur und des

Drucks behandelt. In den Modellen wird sowohl das Verhalten der festen

Matrix als auch das der Schmelze berechnet.

Das prinzipielle Ziel dieser Arbeit ist die Modellierung des Einflußes einer

Zweiphasenströmung auf die Entwicklung des Erdmantels. Die Berechnun-

gen beruhen auf einer realistischen Verteilung der für die Wärmeproduktion

hauptverantwortlichen Elemente. Diese Verteilung ändert sich durch die ther-

mische Mantelkonvektion und die chemische Segregation im Laufe der Erd-



geschichte. Es bildet sich ein an Radionukliden verarmter oberer Erdmantel.

Realistische Verteilungen der Temperatur, der Viskosität und der Geschwin-

digkeiten konnten berechnet werden. Der Wärmestrom an der Oberfläche

des Modells hat eine akzeptable Nähe zum realen Wärmestrom an der Erd-

oberfläche. Der Einfluß der Variation der Parameter wurde am Beispiel der

Geschwindigkeit der Schmelze, als einer der empfindlicheren Größen, unter-

sucht. Es konnte gezeigt werden, daß leichte Änderungen von Parametern des

aufgestellten Modells nicht zu elementaren Störungen führen und der Mecha-

nismus prinzipiell stabil funktioniert. Vergleiche der berechneten Ergebnisse

mit den Resultaten anderer Modelle, die die thermische und geochemische

Entwicklung der Erde untersuchten, zeigen eine gute Übereinstimmung.
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Kapitel 1

Einleitung

Im letzten Jahrzehnt haben hydrodynamische Modelle der Extraktion basal-

tischer Schmelzen aus Mantelperidotit zu wesentlichen neuen petrologischen

Erkenntnissen geführt. Solche Modelle beruhen auf der Annahme, daß sehr

geringe Schmelzanteile (weniger als 1%) extrahiert werden. Auch die Basalte

der mittelozeanischen Rücken (MORB), die ungefähr die Hälfte der Magma-

tite der Erdoberfläche ausmachen, entsprechen Ansammlungen von relativ

kleinen Schmelzpaketen [McKenzie, 1984; McKenzie & Bickle, 1988]. Nume-

rische Modellierungen kleinräumiger Schmelzvorgänge im Bereich mittelozea-

nischer Rücken führen zu einer weiteren Unterstützung dieser Behauptung

[Spiegelman, 1993], speziell durch die intensiven Untersuchungen der Poro-

sität unterhalb der Riftzonen der ozeanischen Lithosphäre.

In älteren Modellen zur Entstehung der Schmelze war man hingegen der

Meinung, daß die Schmelze nur dann extrahiert werden kann, wenn ein we-

sentlich höherer Schmelzgrad (etwa 10 - 25 %) erreicht wird. Die Anwend-

barkeit der neuen Modelle ist deshalb von großer Bedeutung für die gesamte

magmatische Petrologie und kann zusätzlich zu neuen Erkenntnissen bei der

Betrachtung metamorpher Gesteine führen, sofern dort Fluide in ähnlicher

Art mobil sind.

Die Extraktion von Schmelze in der Matrix erfordert zwei wichtige Vorausset-
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zungen. Als erstes muß partielle Schmelze innerhalb der Matrix entstehen.

Dies geschieht entweder durch Erhöhung der Temperatur oder durch eine

Minderung des Drucks und der daraus folgenden Änderung der Solidustem-

peratur. Nachdem solche Zonen entstanden sind, muß sich die Schmelze von

der restlichen Matrix trennen können. Solch eine Separation bedeutet, daß es

eine Relativbewegung zwischen Matrix und Schmelze gibt, d.h. es entwickelt

sich eine Zweiphasenströmung. In der Natur sind diese zwei Prozesse nicht

unabhängig voneinander, da sich die Extraktion der Schmelze zur gleichen

Zeit vollzieht wie die Erzeugung der Schmelze.

Schmelze tritt zuerst an den Kontaktstellen zwischen verschiedenen Mine-

ralkörnern auf. In den Kornecken berühren sich die Mineralkörner in einem

Punkt, und die erste Schmelze entsteht an dieser Stelle. Die Fähigkeit einer

Schmelze, sich entlang der Korngrenzen zu bewegen, wird durch den diedri-

schen oder Benetzungswinkel ausgedrückt. Der Wert des Benetzungswinkels

kontrolliert die Geometrie und die Stabilität der Poren [Beeré, 1975]. Nur

wenn dieser Winkel zwischen den Mineralen kleiner als 60◦ (Abb. 1.1a) ist,

kann sich die Schmelze entlang der Korngrenzen bewegen und ein dreidimen-

sionales Netzwerk bilden. Das bedeutet, daß die Schmelze eine kontinuierlich

verbundene Phase durch das Gestein hindurch bilden kann. Eine weitere

wichtige Schlußfolgerung ist, daß die Schmelze nicht in den Ecken verbleibt,

in den sie erzeugt wurde, sondern sich entlang der Kornflächen bewegt. Dies

geschieht auch dann, wenn der Anteil der Schmelze am Gesamtvolumen sehr

gering ist (weniger als 1%). Wo der Benetzungswinkel größer als 60◦ ist, bil-

den kleine Schmelzvolumina isolierte Poren in den Kornecken (Abb. 1.1b),

welche sich erst bewegen können, wenn ein viel höherer Schmelzgrad erreicht

wird [Bulau et al., 1979].

Obwohl die Schmelze durch physikalische Prozesse im Maßstab von wenigen

Mineralkörnern bestimmt wird, wirken die Oberflächenenergien auf das Fließ-

regime in einer Ausdehnung von Tausenden von Kilometern [Foley, 1997]. Der

Benetzungswinkel ist somit verantwortlich entweder für ein poröses Fließver-

halten innerhalb eines dreidimensional verbundenen Schmelznetzwerks oder
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Mantel ein Netzwerk aufbauen und die Gesteinsmatrix durchfließen können.

Auch durch experimentelle Untersuchungen [Kohlstedt, 1992] konnte diese

Behauptung gestützt werden.

Ein wichtiger Hinweis für das Vorhandensein einer Schmelzphase ist die Exi-

stenz von mindestens einer Schicht mit niedrigen seismischen Geschwindig-

keiten (low-velocity layer - LVL). In einer solchen Schicht, die besonders unter

den Ozeanen stark ausgeprägt ist, zeigt die Geschwindigkeit der Scherwellen

eine Abnahme um bis zu 10%. Der Grund dieser Abnahme kann auf verschie-

dene Sachverhalte zurückgeführt werden [Schmeling & Bussod, 1996]. Wich-

tige Argumente sprechen jedoch für einen starken Zusammenhang zwischen

dem Vorhandensein von Schmelze und niedrigen seismischen Geschwindigkei-

ten. Ein Hauptargument ist die Beziehung zwischen vulkanischer Aktivität

und dem Volumen des eruptiven Materials, hoher Dämpfung und hoher elek-

trischer Leitfähigkeit in Gebieten mit niedriger Scherwellengeschwindigkeit

[Schmeling & Bussod, 1996].

Es wird allgemein angenommen, daß Olivin der Hauptbestandteil des oberen

Mantels bis zu einer Tiefe von 410 km ist und damit das rheologische Verhal-

ten dieses Bereiches bestimmt. Unter den Bedingungen des oberen Mantels

ist der vorherrschende Deformationsmechanismus beim Fehlen von Schmelze

das Versetzungskriechen. Dies führt auf die Frage nach möglichen Effekten

der partiellen Schmelze auf das Verhalten der Mantelströmung. Rheologische

Hinweise aus experimentellen Untersuchungen zeigen, daß beim Vorhanden-

sein von geringen Schmelzanteilen (meist um 1%, selten bis 10%) die Defor-

mation prinzipiell durch die feste Phase bestimmt wird [Bussod & Christie,

1991].

Das Schmelzen unterhalb der mittelozeanischen Rücken ist ein interessan-

tes Gebiet für das Studium von dynamischen Merkmalen der Schmelzent-

stehung und -bewegung im aufsteigenden Mantelgestein [McKenzie, 1984;

Langmuir et al., 1992]. Hierbei wird ein permeabler Fluß der Schmelze durch

das Gestein betrachtet. Die chemische Zusammensetzung der Basalte der
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mittelozeanischen Rücken (MORB) sollte Hinweise auf diese Schmelzbewe-

gung enthalten, auch wenn die Zusammensetzung von weiteren Faktoren, wie

Kristallisation und Mantelinhomogenitäten, abhängt. Die Anreicherung in-

kompatibler Elemente in der Schmelze wird als ein Resultat des dynamischen

Schmelzens gesehen [Ozawa & Shimizu, 1995; Spiegelman, 1996]. Außerdem

kann die Schmelzbewegung einen äußerst effektiven Mechanismus zur Mi-

schung von Schmelzen unterschiedlicher Zusammensetzung aus benachbarten

Gebieten darstellen [Kenyon, 1990].

In vielen Modellierungen des Schmelzprozesses werden a - priori - Verein-

fachungen vorgenommen. So wird z.B. die Schmelzrate als Funktion der Tiefe

angenommen [Spiegelman & Elliott, 1993] oder es werden Parameter für das

Verhalten von Schmelzfluß und chemischer Zusammensetzung ohne die direk-

te Lösung von dynamischen Gleichungen eingeführt [Ichihara & Ida, 1998].

Ein anderes Modell [Schmeling & Bussod, 1996] untersucht die Entstehung

partieller Schmelze in der kontinentalen Asthenosphäre. Dabei wird eine

nichtnewtonsche Rheologie für Olivin in Abhängigkeit von Temperatur und

Druck angenommen. In diesem Modell findet man ein stark zeitabhängiges

Verhalten der Konvektion. Gebiete mit partieller Schmelze treten in Episo-

den von 5 bis 10 Ma auf. Der Schmelzanteil bewegt sich zwischen 0 und

2% bei einer trockenen Soliduskurve und zwischen 2 und 4% bei einem mit

Wasser gesättigten Solidus. Dem Modell liegt ein kontinentaler Wärmefluß

von 53.3 mW · m−2 an der Erdoberfläche zugrunde. Der Einfluß von Man-

telströmungen innerhalb der Lithosphäre auf die Plattentektonik wurde an

vorangegangenen Modellen [Schmeling & Marquart, 1993] diskutiert.

Um im folgenden zu einem in sich stimmigen Modell zu gelangen, werden die

Erhaltungsgleichungen der Energie, des Impulses, der Masse und der Atom-

zahlen der wesentlichen Radionuklide verwendet, um die Fließgeschwindigkei-

ten, Temperaturen und Konzentrationen sowohl der festen Matrix als auch

des längs der Korngrenzen strömenden fluiden Materials als Funktion des

Ortsvektors und der Zeit zu bestimmen.
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Auf Grund der obigen Erkenntnisse stellt sich die Frage, wie sich die Schmelz-

extraktion auf die chemische Zusammensetzung und damit auch auf das ther-

mische Verhalten des Erdmantels auswirkt.



Kapitel 2

Geophysikalische Grundlagen

2.1 Erhaltungsgleichungen

Die in den folgenden Abschnitten näher erläuterten Gleichungen für die

Massen-, Impuls- und Energieerhaltung und für die Konzentration bezie-

hen sich auf das Modell einer Zweiphasenströmung. Für die Bedeutung und

Gestalt der Erhaltungsgleichungen im Fall einer Einphasenströmung bei geo-

dynamischen Konvektionsmodellen sei auf die bekannte Literatur [Schmeling,

1990; Bittner, 1994; Schott, 1996] verwiesen. Die Formulierung der Gleichun-

gen (2.1) bis (2.11) stammt weitgehend aus der schriftlichen Aufgabenstel-

lung [Walzer, 1995].

2.1.1 Massen- und Impulserhaltung

Die Erhaltungssätze für Masse und Impuls können wie folgt zusammengefaßt

werden, wobei die Bedeutung der einzelnen Größen in Tabelle 2.1 auf der

Seite 13 ersichtlich ist.
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∂ (%mf)

∂t
+ ∇ · (%mfv) =

DM

Dt
(2.1)

∂ [%s (1 − f)]

∂t
+ ∇ · (%s (1 − f)V) = −DM

Dt
(2.2)

f (v − V) = −Kf

µ
(P + %mgz) (2.3)

(1 − f)
∂P

∂xi

=
∂

∂xj

η

(
∂Vi

∂xj

+
∂Vj

∂xi

)
+

∂

∂xi

(
ξ − 2

3
η
)
∇ · V

+
µ f 2

Kf

(v − V) − (1 − f) %sgδi3 (2.4)

Kf =
a2fn

b
(2.5)

Für die Massenerhaltung gilt, daß der in ein Volumen einströmende Mas-

senfluß gleich dem ausströmenden Fluß ist, abzüglich der durch Kompres-

sion verdichteten Masse und zuzüglich der durch Ausdehnung expandierten

Masse. Bei einer Zweiphasenströmung muß diese Erhaltung für beide Kom-

ponenten, also sowohl für die Schmelze als auch für die Matrix, gemeinsam

gelten.

Die Gleichungen (2.1) und (2.2) stellen die Massenerhaltung der Matrix und

der Schmelze getrennt dar. Sie erlauben jedoch mittels der Schmelzgeschwin-

digkeit DM/Dt einen Massentransport zwischen fest und flüssig. Bei po-

sitiver Schmelzgeschwindigkeit schmilzt der Festkörper und wenn DM/Dt

negativ ist, kommt es zum Erstarren der Schmelze. Bei der Indizierung der

Dichten steht der Index m für die Schmelze und der Index s für die Ma-

trix bzw. den Festkörper. Gleichung (2.3) beinhaltet die Impulserhaltung

der Schmelze und steuert die Trennung der Schmelze von der Matrix. Diese

Gleichung ist eine erweiterte Form des Darcy-Gesetzes. Der Trennungsfluß

der Schmelze von der Matrix ist proportional zur Permeabilität und dem

strömungsabwärtsgerichteten Druckgradienten.
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Tabelle 2.1: Übersicht über die verwendeten Größen

Variable Bedeutung Wert Einheit
bzw. Parameter

%m Dichte der Schmelze 2.8 · 103 kg m−3

%s Dichte der Matrix 3.3 · 103 kg m−3

v Geschwindigkeit der Schmelze variabel ms−1

V Geschwindigkeit der Matrix variabel ms−1

f Porosität variabel dimensionslos
DM
Dt Schmelzgeschwindigkeit variabel kg m−3 s−1

ξ Volumenviskosität der Matrix 1018 Pa s
η Scherviskosität der Matrix 1018 Pa s
µ Scherviskosität der Schmelze 1 Pa s
P Druck variabel Pa
g Schwerebeschleunigung 9.81 ms−2

a Kornradius 10−3 m
Kf Permeabilität variabel m2

n Exponent der Permeabilität 3 dimensionslos
b Permeabilitätskonstante 103 dimensionslos
x horizontale kartesische Komponente

des Ortsvektors m
z vertikale kartesische Komponente

des Ortsvektors m
h Schichtdicke 2.891 · 106 m

∆S spezifische Schmelzentropie 362 J kg−1 K−1

cps spezifische Wärme der Matrix
(bei konstantem Druck) 103 J kg−1 K−1

cpm spezifische Wärme der Schmelze
(bei konstantem Druck) 103 J kg−1 K−1

αs thermischer Ausdehnungskoeffizient
der Matrix 4 · 10−5 K−1

αm thermischer Ausdehnungskoeffizient
der Schmelze 6.8 · 10−5 K−1

Ds Diffusivität der Matrix 10−17 m2 s−1

Dm Diffusivität der Schmelze 10−10 m2 s−1

k Wärmeleitfähigkeit 3.3 W m−1 K−1

κ Temperaturleitfähigkeit 10−6 m2 s−1

Q Wärmeleistungsdichte variabel W m−3

H spezifische Wärmeproduktion variabel W kg−1

Kc ν Verteilungskoeffizienten s.Tab. 2.2 dimensionslos
ct ν homogene Anfangskonzentration s.Tab. 2.2 dimensionslos

aif ν isotopischer Gehaltsfaktor s.Tab. 2.2 dimensionslos
H0 ν anfängliche spezifische isotopische

Wärmeproduktion s.Tab. 2.2 W kg−1
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Die Gleichung (2.4) enthält die Impulserhaltung der Matrix, welche als kom-

pressibles, hochviskoses Fluid behandelt wird. Sie ist die Stokesgleichung für

Festkörperkriechen und zeigt, daß der Druckgradient die Schmelzbewegung

sowohl von der Auftriebsdifferenz zwischen Matrix und Schmelze als auch

von der viskosen Deformation der Matrix abhängig macht.

Gleichung (2.5) stellt die Permeabilität als eine nichtlineare, skalare Funk-

tion der Korngröße a, der Porosität f und des dimensionslosen Permeabi-

litätskoeffizienten b dar. Diese Gleichung ist eine annehmbare Parameterisie-

rung für den Bereich einer Porosität-Permeabilität - Relation bei kleineren

Porositäten (≤ 10-20%) [Bear, 1988].

2.1.2 Energieerhaltung

Die Grundlage für Wärmeleitung und Konvektion, Erstarrungs- und Auf-

schmelzprozesse ist ein räumlich und zeitlich variierendes Temperaturfeld.

Änderungen im Temperaturfeld führen zu Dichteunterschieden und sind so-

mit die Antriebskraft für thermisch bedingte Konvektion innerhalb des Erd-

mantels. Die hauptsächliche Wärmequelle, die diese Dichteunterschiede ver-

ursacht, ist der radioaktive Zerfall von 40K, 232Th, 235U und 238U.

Eine weitere Wärmequelle ist der Wärmefluß von der Kern-Mantel-Grenze

in ca. 2891 km Tiefe her. Dieser dürfte aber nicht größer als 20 mW/m2 sein

[Stacey, 1992; Walzer & Hendel, 1999].

Betrachtet man die Wärmetransportgleichung und berücksichtigt die beiden

Phasen, erhält man folgende Gleichung für die Berechnung des Temperatur-

feldes im Erdmantel.
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0 = −T · ∆S · Mp − [(1 − f) %scps + f%mcpm]
∂T

∂t

+ T [(1 − f) αs + fαm]
∂P

∂t
− (1 − f) %scps V · ∇T

− f%mcpm v · ∇T + (1 − f) αsT V · ∇P

+ fαmT v · ∇P + k∇ 2 T +
µ

K
f 2 (v − V)2

+
η

2

(
∂Vi

∂xj

+
∂Vj

∂xi

− 2

3
δij

∂Vl

∂xl

)2

+ Q (2.6)

Neben den in Abschnitt 2.1.1 erläuterten Größen, ist bei der Temperaturfeld-

berechnung die Wärmeleitfähigkeit k (als Faktor vor dem diffusiven Term),

die Wärmequelldichte Q und der advektive Term der Matrixbewegung von

großer Bedeutung. Weitere in der Gleichung verwendete Größen sind die

spezifische Wärme, sowohl der Matrix cps als auch der Schmelze cpm, die

thermischen Ausdehungskoeffizienten für Matrix αs und Schmelze αm und

die spezifische Schmelzentropie ∆S. Die Bedeutung und Herleitung von Mp

wird bei der Konzentrationsbetrachtung (2.2) in Formel (2.9) ersichtlich.

2.2 Konzentrationsgleichungen

Bei Zwei-Phasen-Problemen ist es notwendig, die Zusammensetzung sowohl

der Schmelze als auch der Matrix zu betrachten. Für ein Transportgleich-

gewicht steht die Zusammensetzung der Matrix in direkter Beziehung zur

Zusammensetzung der Schmelze.

Mit cm ν als Gewichtskonzentration des ν-ten Elements in der Schmelze, cs ν

als Gewichtskonzentration des ν-ten Elements in der Matrix und mit Kc ν als

Verteilungskoeffizient gilt folgende Beziehung:

cs ν = Kc ν cm ν (2.7)
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Daher gilt für die Erhaltung der Gesamtmasse jedes Elements:

∂cm ν

∂t
[(1 − f) %sKc ν + f%m] + [%mfv + %s (1 − f) Kc νV] · ∇ cm ν

= %mDm∇ · [f∇cm ν ] + (Kc ν − 1) cm νMp (2.8)

Hierbei verdeutlicht die linke Seite der Gleichung, daß die zeitliche Änderung

des ν-ten Elements vom Fluß der Matrix und von der Schmelze abhängt.

Zusätzliche Quellterme, wie für Diffusion oder radioaktiven Zerfall, können

die rechte Seite der Gleichung ergänzen, wobei zu beachten ist, daß die Dif-

fusion der Matrix vernachlässigt wird, da ihre Auswirkungen zu gering sind.

In (2.8) ist Dm die totale Diffusivität, die aus der molekularen Diffusion in

der Schmelze entsteht und Mp durch die Gleichung (2.9), in Abhängigkeit

von Porosität, Dichte und Geschwindigkeitskomponenten der Schmelze und

der Matrix, gegeben.

Mp =

(
1

%m

− 1

%s

)−1

∇ · (v − V) (2.9)

In Abhängigkeit von der Dichte der Schmelze, der Dichte der Matrix und der

Porosität läßt sich die totale Gewichtskonzentration c t ν aus der Gewichts-

konzentration in der Schmelze cm ν und der Gewichtskonzentration in der

Matrix c s ν für das jeweilige ν-te Element nach Gleichung (2.10) berechnen.

c t ν =
[f%mcm ν + (1 − f) %sc s ν ]

[f%m + (1 − f) %s]
(2.10)

2.3 Wärmeproduktion

Wie in 2.1.2 erwähnt, ist die hauptsächliche Wärmequelle für die thermi-

sche Aufheizung des Erdmantels der radioaktive Zerfall von 40K, 232Th, 235U

und 238U. Die Berechnung der radioaktiven Wärmequelldichte Q erfolgt in

Abhängigkeit von den Werten dieser Radionuklide (Tabelle 2.2) durch die

Gleichung (2.11) [Walzer & Hendel, 1997b].
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Q = %s

[
4∑

ν=1

ct ν · aif ν · H0 ν · exp (−t/τν)

]
(2.11)

Neben der zeitlichen Variation der Wärmequelldichte, die durch den radioak-

tiven Zerfall bedingt ist, kann es durch Änderungen in den Konzentrations-

verteilungen (2.8) der Radionuklide auch zu räumlichen Variationen in der

Wärmequelldichte kommen.

Die Werte der in (2.11) verwendeten Größen sind in Tabelle (2.2) ersicht-

lich. Mit dem Laufindex ν werden im Modell die einzelnen Radionuklide

bezeichnet. Nach der Zeit τ ν ist von der ursprünglichen Masse des Radio-

nuklids noch 1/e vorhanden . H0 ν ist die anfängliche spezifische isotopische

Wärmeproduktion des jeweiligen Radionuklids ν. Mit a if ν wird der isoto-

pische Gehaltsfaktor und mit Kc ν der Verteilungskoeffizient angegeben. Der

Wert für c t ν stellt die einzelnen homogenen Anfangsverteilungen der Isotope

dar.

Die Wärmeleistungsdichte geht wie gebräuchlich als Quellterm in die Berech-

nung des Temperaturfeldes (2.6) ein.

Tabelle 2.2: Übersicht über die einzelnen Werte der Radionuklide

Isotopenwerte

Isotope 40K 232Th 235U 238U

ν 1 2 3 4

τν [Ma] 2.0153 · 10 3 2.02122 · 10 4 1.0154 · 10 3 6.4462 · 10 3

H0 ν [W
kg

] 2.919 · 10−5 2.640 · 10−5 5.692 · 10−4 9.473 · 10−5

a if ν 1.19 · 10−4 1.0 · 10 0 7.1 · 10−3 9.928 · 10−1

Kc ν 1.0 · 10−3 7.0 · 10−3 1.5 · 10−3 1.5 · 10−3

ct ν 2.553 · 10−3 9.393 · 10−8 1.855 · 10−6 4.254 · 10−8
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2.4 Randbedingungen

Die in den Erhaltungsgleichungen vorkommenden physikalischen Feldgrößen

müssen wegen der Struktur der Differentialgleichungen, die die physikalischen

Gegebenheiten darstellen, bestimmten Randbedingungen genügen. In diesem

Abschnitt werden im ersten Teil die Randbedingungen für das Geschwindig-

keitsfeld behandelt. Danach werden die Bedingungen an den Rändern der

Temperatur- bzw. Konzentrationsfelder untersucht.

Randbedingungen für Geschwindigkeiten

Für alle Punkte (x, z) eines festen Randes Γ := ∂Ω sind die folgenden Rand-

bedingungen möglich. Hierbei sei im folgenden die Geschwindigkeitskompo-

nente senkrecht zum Rand, also in Normalenrichtung, mit u und die Ge-

schwindigkeitskomponente parallel zum Rand, also in Tangentialrichtung,

mit w bezeichnet. Außerdem wird nur ein senkrechtes Randstück betrach-

tet. Für waagerechte Randstücke sei auf die Literatur [Griebel et al., 1995]

verwiesen.

1. Haftbedingung (no-slip):

Die kontinuierlichen Geschwindigkeiten am Rand sollen nach dieser Bedin-

gung gleich Null sein. Das bedeutet, daß kein Fluid durch den Rand dringen

kann und daß es am Rand haftet.

u(x, z) = 0 und w(x, z) = 0

2. Gleitbedingung (free-slip):

Bei dieser Randbedingung soll die Geschwindigkeit senkrecht zur Wand Null

sein, ebenso wie die Ableitung der Geschwindigkeit parallel zur Wand. Phy-

sikalisch gesehen bedeutet dies, daß ein Fluid den Rand nicht durchdringen
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kann. Außerdem gibt es entlang des Randes keine Reibungsverluste.

u(x, z) = 0 und
∂w(x, z)

∂x

3. Einströmbedingung (inflow):

Bei Einströmbedingungen werden die Geschwindigkeitskomponenten explizit

vorgegeben,

u(x, z) = u0 und w(x, z) = w0

wobei u0 und w0 die gegebenen Werte der Geschwindigkeitenkomponenten

auf dem Rand sind.

4. Ausströmbedingungen (outflow):

Am Rand werden die Normalenableitungen beider Geschwindigkeitskompo-

nenten auf Null gesetzt. Dies bedeutet, daß sich die gesamte Geschwindigkeit

senkrecht zum Rand nicht ändert.

∂u(x, z)

∂x
= 0 und

∂w(x, z)

∂x
= 0

5. Periodische Randbedingungen

Die Geschwindigkeiten an den gegenüberliegenden Rändern müssen gleich

sein. Bei Problemen dieser Art kann man sich auf die Berechnung einer Pe-

riode beschränken.

Sind an allen Rändern die Geschwindigkeiten selbst und nicht deren Normal-

ableitung gegeben, so muß zusätzlich das Randintegral über die Geschwin-

digkeiten senkrecht zum Rand Null sein1.

∫
Γ

 u

w

 · ~nds = 0

1Dies resultiert aus der Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes zusammen mit

dem Gaußschen Integralsatz: 0 =
∫
Ω

div

(
u

w

)
dx dz =

∫
Γ

(
u

w

)
· ~nds
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Randbedingungen für Temperatur und Konzentration

Für Temperatur T und Konzentration C unterscheidet man im wesentlichen

zwei Randbedingungen. Hierzu sei im folgenden der Rand in zwei disjunkte

Teilstücke zerlegt: Γ := Γ1 ∪ Γ2.

1. Dirichlet-Randbedingung

Diese Randbedingung besagt, daß die Temperatur oder Konzentration

am Rand vorgeschrieben wird. Physikalisch kann damit die Heizung oder

Kühlung eines Fluids über eine Wand im Falle der Temperatur beschrieben

werden. Bei Konzentrationsfeldern kann über solche Ränder eine Zuleitung

von chemischen Substanzen erfolgen.

T |Γ1
= T1 und C|Γ1

= C1

2. Neumann-Randbedingungen

Im Falle der Temperatur läßt sich mit dieser Randbedingung festlegen, wie-

viel Wärme vom Fluid über den Rand abgeleitet werden kann. Dies hängt

physikalisch gesehen vom Material der Wand ab, und von den Temperaturen

auf beiden Seiten der Wand.

−κ
∂T

∂n

∣∣∣∣∣
Γ2

= qw

Hierbei sei κ die Wärmeleitfähigkeit des Fluids und qw der Wärmefluß durch

die Wand. Wenn qw = 0 heißt diese Randbedingung homogen bzw. adiaba-

tisch und besagt, daß kein Wärmeaustausch über diesen Rand geschieht. Für

die Konzentration funktionieren diese Randbedingungen analog.



Kapitel 3

Numerische Grundlagen

3.1 Diskretisierung

Unter den Begriff der Diskretisierung beschreibt man in der Numerik den

Übergang von einem kontinuierlichen Problem zu einem Problem, das nur in

endlich vielen Punkten betrachtet wird. Insbesondere zur Lösung von Diffe-

rentialgleichungen und damit auch zur Lösung von Differentialgleichungssy-

stemen werden Diskretisierungen verwendet. Dabei wird die Differentialglei-

chung in ein Gleichungssystem umgewandelt, das die Werte der Lösungsfunk-

tion nur an endlich vielen Punkten des Lösungsgebietes näherungsweise be-

stimmt.

3.1.1 Finite-Differenzen-Verfahren

Bei der Diskretisierung der in Kapitel 2 aufgestellten Differentialgleichungen

wurde die Methode der Finiten Differenzen1 [Hackbusch, 1986; Lliboutry,

1987; Quarteroni & Valli, 1994; Karrenbach, 1996] verwendet.

1Daneben existieren eine Reihe weiterer Diskretisierungsverfahren wie Finite Elemente

[Goering et al., 1993; Schwarz, 1991] oder Finite Volumen [Patankar, 1980].

21
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Differenzenverfahren sind dadurch charakterisiert, daß Ableitungen durch

Differenzenquotienten (dividierte Differenzen) ersetzt werden. Diese Diffe-

renzenquotienten werden oft auch einfach als ”Differenz” bezeichnet.

Bei der Finiten Differenzenmethode wird das zu berechnende Gebiet mit ei-

nem äquidistanten Gitter überzogen. Die partiellen Ableitungen einer Funkti-

on werden in jedem Gitterpunkt durch einen Differenzenquotienten (s. 3.1.2)

ersetzt. Der Differenzenquotient beinhaltet die Werte der Funktion in dem

Gitterpunkt und in seinen Nachbarpunkten. Bei diesem Übergang vom Kon-

tinuum zu diskreten Gitterpunkten ist die Genauigkeit der Rechnung durch

den Abbruchfehler des finiten Differenzenquotienten und die Anzahl der ver-

wendeten Gitterpunkte bestimmt.

Daher ergeben sich für die Genauigkeit der Finiten Differenzenmethode fol-

gende zwei Strategien. Entweder die Gitterabstände sind relativ groß und ein

Differenzenschema der Ordnung 4 oder höher wird verwendet, um den Ab-

bruchfehler zu reduzieren, oder man verwendet ein einfaches Differenzensche-

ma und der Abbruchfehler wird durch eine Verkleinerung der Gitterabstände

gering gehalten.

3.1.2 Diskretisierungsformeln

Zunächst wird die Diskretisierung im eindimensionalen Fall betrachtet. Dabei

wird ein Intervall Ω := [0, a] ⊂ R mit einem äquidistanten Gitter überzogen.

Die h Teilintervalle des Gitters haben dabei die Größe δx := a/h (Abb. 3.1).

Die Differentialgleichung wird dann nur noch an diesen Gitterpunkten be-

trachtet. Gemäß der Definition der Ableitung

du

dx
:= lim

δx→∞

u(x + δx) − u(x)

δx

einer differenzierbaren Funktion u : R → R wird nun der kontinuierliche

Differentialoperator du/dx am Gitterpunkt xi durch den folgenden, diskreten

Differenzenoperator approximiert.
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0=x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 a=x10

δx︷ ︸︸ ︷

Abbildung 3.1: Eindimensionales äquidistantes Gitter mit h = 10 und einer

Teilintervallgröße von δx := a/h.

[
du

dx

]r

i

:=
u(xi+1) − u(xi)

δx

Dabei ist xi+1 = xi + δx der rechts benachbarte Gitterpunkt von xi, wes-

halb auch von der Vorwärts-Differenz oder rechtsseitigen Differenz gespro-

chen wird. Entsprechend existiert auch die Rückwärts-Differenz oder links-

seitige Differenz [
du

dx

]l

i

:=
u(xi) − u(xi−1)

δx

und die symmetrische oder zentrale Differenz[
du

dx

]z

i

:=
u(xi+1) − u(xi−1)

2δx

für den kontinuierlichen Differentialoperator du/dx.

Offensichtlich führt eine Verfeinerung des Gitters, d.h. eine Verkleinerung der

Schrittweite δx, zu einer besseren Approximation des Differentialquotienten.

Dabei hat der Diskretisierungsfehler der rechts- und linksseitigen Differenz

die Größenordnung O(1/δx), d.h. bei einer Halbierung der Schrittweite ist

auch in etwa eine Halbierung des Fehlers zu erwarten. Bei der zentralen Dif-

ferenz hat der Fehler dagegen die Größenordnung O(1/(δx)2). Hier würde



KAPITEL 3. NUMERISCHE GRUNDLAGEN 24

sich bei einer Halbierung der Schrittweite der Fehler ungefähr um den Fak-

tor 4 verringern. Will man die zweite Ableitung d2u/dx2 einer Funktion u

an einem Gitterpunkt xi approximieren, so bildet man die Differenz halber

Schrittweite aus den ersten Ableitungen an den Punkten xi+1/2 := xi + δx/2

und xi−1/2 := xi − δx/2, die wiederum durch zentrale Differenzen halber

Schrittweite approximiert werden.[
d2u

dx2

]
i

:=
1

δx

[
du

dx

]z

i+ 1
2

−
[
du

dx

]z

i− 1
2

 =
u(xi+1) − 2u(xi) + u(xi−1)

δx2

Allgemein erhält man Differenzenquotienten für die Ableitungen niede-

rer Ordnung aus den entsprechenden Taylorreihenentwicklungen [Anderson,

1992; Lliboutry, 1987].

Differenzenquotienten

symmetrisch

2. Ordnung 4.Ordnung

∂u
∂x

−1
2

0 1
2

1
12

− 2
3

0 2
3

− 1
12

∂2u
∂x2 1 -2 1 − 1

12
3
4

−5
2

3
4

− 1
12

∂4u
∂x4 1 − 4 6 − 4 1 −1

6
2 − 13

2
28
3

− 13
2

2 − 1
6

asymmetrisch

2. Ordnung 4.Ordnung

∂u
∂x

−3
2

2 −1
2

−25
1

4 -3 4
3

− 1
4

Abbildung 3.2: Einige symmetrische und asymmetrische Differenzen-

quotienten 2. und 4. Ordnung für den eindimensionalen Fall (nach Lliboutry,

1987).

Der Abbruchfaktor bestimmt hierbei die Fehlerordnung des Differenzenquo-

tienten. Außer für die Gitterpunkte in Randnähe werden immer symmetrische
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Differenzen benutzt. Die Approximation ist daher von gerader, mindestens

2. Ordnung. Für die Gitterpunkte in Randnähe können rechts- oder links-

seitige Differenzen benutzt werden, oder man setzt virtuelle Gitterpunkte

ein, um mit symmetrischen Differenzen zu rechnen. Einige symmetrische und

asymmetrische Differenzen verschiedener Ordnung sind in Tabelle 3.2 für den

eindimensionalen Fall dargestellt.

Im Zweidimensionalen werden die Differenzenquotienten in analoger Weise

hergeleitet. Bei einer partiellen Differentialgleichung 4. Ordnung

∆2 u = f in Ω

mit

∆2 =
∂4

∂x4
+ 2

∂4

∂x2 ∂z2
+

∂4

∂z4

ist die einfachste Differenzenformel der 13-Punkte-Differenzenquotient.



1

2 −8 2

1 −8 20 −8 1

2 −8 2

1



Dieser Differenzenquotient zeigt die Notwendigkeit der Verwendung von vir-

tuellen Gitterpunkten zur symmetrischen Approximation in Randnähe bei

höheren Ableitungen.

Grafisch dargestellt wird die Benutzung virtueller Gitterpunkte in Abb. 3.3

am Beispiel der Berechnung von inneren Gitterpunkten einer partiellen Dif-

ferentialgleichung 4. Ordnung.
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Abbildung 3.3: Virtuelle Gitterpunkte zur Berechnung des Wertes einer bi-

harmonischen Funktion in einem inneren Punkt (Kreisring).
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3.2 Stabilitätskriterien

3.2.1 ADI-Verfahren

Neben der Diskretisierung des Raumes ist bei vielen geophysikalischen Pro-

blemen auch eine Diskretisierung der Zeit notwendig, um das zeitabhängige

Verhalten von Problemen realistisch zu modellieren. Als Beispiel für ein

zeitabhängiges Problem wird nun eine parabolische Differentialgleichung be-

trachtet.

∂T

∂t
= κ

∂2T

∂x2
in Ω

Die zugehörigen Dirichlet-Randbedingungen können ebenfalls von der Zeit

abhängen.

T (0, t) := T0(t), T (a, t) := Ta(t)

Zusätzlich besteht bei zeitabhängigen Problemen die Notwendigkeit der An-

gabe einer Anfangsbedingung.

T0(xi, 0) := T0(xi, t0)

Diese Bedingung besagt, daß zu einem Zeitpunkt t0 das Feld T im gesamten

Gebiet Ω bekannt sein muß. Wenn mit T das Temperaturfeld und mit κ die

Temperaturleitfähigkeit bezeichnet wird, beschreibt die Differentialgleichung

die eindimensionale Wärmeleitungsgleichung.

Eine mögliche Ersetzung der Differentialquotienten durch Differenzenquo-

tienten in jedem Gitterpunkt stellt die folgende Gleichung dar.

T l+1
i − T l

i

δt
= κ

T l
i+1 − 2 T l

i + T l
i−1

δx2

Hierbei bezieht sich i auf die räumliche und l auf die zeitliche Dis-

kretisierung. Der räumliche Differentialquotient wird durch einen zen-

tralen Differenzenquotienten und der zeitliche durch einen rechtsseitigen
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bzw. vorwärtsgerichteten Differenzenquotienten approximiert. Während die

räumliche Fehlerordnung O(1/(δx)2) ist, ist der zeitliche Fehler von der Ord-

nung O(1/δt).

Ein Verfahren bei dem die zeitliche Approximation von gleicher Güte ist

wie die räumliche, ist mit dem ADI1 (alternate direct implicit) - Verfahren

gefunden. Im Zweidimensionalen hat diese Diskretisierung folgende Gestalt.

T
l+ 1

2
i,j − T

l

i,j

δt

2

= κ

T
l+ 1

2
i+1,j − 2 T

l+ 1
2

i,j + T
l+ 1

2
i−1,j

δx2
+

T
l

i,j+1 − 2 T
l

i,j + T
l

i,j−1

δz2



T
l+1

i,j − T
l+ 1

2
i,j

δt

2

= κ

T
l+ 1

2
i+1,j − 2T

l+ 1
2

i,j + T
l+ 1

2
i−1,j

δx2
+

T
l+1

i,j+1 − 2T
l+1

i,j + T
l+1

i,j−1

δz2



Bei diesen Verfahren wird jeder Zeitschritt in zwei Teilschritte unterteilt.

In jedem Unterschritt wird eine der Dimensionen implizit und die andere

explizit gelöst [Schmeling, 1990]. Ein weiterer Vorteil, neben der Approxi-

mationsgüte, besteht darin, daß zu jedem Teilschritt nur ein tridiagonales

Gleichungssystem gelöst werden muß.

3.2.2 upwind-Verfahren

In vielen geophysikalischen Modellen treten Probleme im Zusammenhang mit

bewegten Medien oder Flüssigkeiten auf. Als Beispiel für ein solches Problem

wird nun eine hyperbolische Differentialgleichung betrachtet.

∂T

∂t
= −v

∂T

∂x
in Ω

1Erstes effizientes Verfahren zur numerischen Lösung parabolischer und elliptischer

Probleme, das Mitte der fünfziger Jahre vorgestellt wurde [Peaceman & Rachford, 1955].
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Als Nebenbedingungen seien die Rand- und Anfangsbedingungen analog zu

3.2.1 gewählt.

Mit dieser Differentialgleichung kann zum Beispiel die Ausbreitung der

Wärme durch Materialtransport im Erdmantel beschrieben werden. Der

Term v ∂T/∂x beschreibt die Ausbreitung der Wärme, die durch die

Strömung (mit der Geschwindigkeit v) hervorgerufen wird, die sogenannte

Advektion. In jedem Gitterpunkt kann nun der Differentialquotient durch

Differenzenquotienten ersetzt werden.

T l+1
i − T l

i

δt
= − vi

T l
i+1 − T l

i−1

2δx

Hierbei bezieht sich der Index i auf die räumliche und der Index l auf

die zeitliche Diskretisierung. Bei Advektions-Problemen treten bei der Dis-

kretisierung des Terms v ∂T/∂x mit zentralen Differenzenquotienten Stabi-

litätsprobleme auf. Es werden unphysikalische Oszillationen in der numeri-

schen Lösung erzeugt. Dies liegt daran, daß die diskrete Gleichung bestimmte

Eigenschaften der kontinuierlichen Gleichung nicht mehr korrekt widerspie-

geln kann (Abb. 3.4).

Abbildung 3.4: Oszillation bei Advektions-Problemen unter Verwendung zen-

traler Differenzenquotienten (nach Griebel et al., 1995)
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Einen einfachen Ausweg bietet das sogenannte, in den meisten fluiddyna-

mischen Problemen zur Anwendung kommende, upwind-Verfahren. Hierbei

wird der Differenzenquotient des Advektionsterms einseitig genommen und

zwar zur negativen Strömungsrichtung hin.

[
∂T

∂x

]up

i

:=
(1 + ε) (Ti + Ti−1) + (1 − ε) (Ti+1 + Ti)

2δx
mit ε := sign(v)

Der Preis, für diese stabile Diskretisierung, ist allerdings eine geringere Ap-

proximationsgüte (O(1/δx) statt O(1/(δx)2)) [Hackbusch, 1986]. Dies führt

beim upwind-Verfahren zu numerischer Diffusion [Schmeling, 1990], die die

Konvergenz der Lösung negativ beeinflußt, wenn es zu einer Verletzung des

Courant-Friedrich-Levi-Kriteriums (s.a. 3.2.3) kommt.

Als Kompromiß kann eine Mittelung der einseitigen und der zentralen Dis-

kretisierung gewählt werden.

θ · upwind-Differenz + (1 − θ) · zentrale Differenz

Der reelle Parameter θ muß dabei aus dem Intervall [0, 1] gewählt werden

und zwar um so größer, je größer der advektive Term v ist.

3.2.3 Zeitschranken

Um die Stabilität des numerischen Algorithmus zu gewährleisten, müssen

Stabilitätsbedingungen an die Schrittweiten der räumlichen und der zeitli-

chen Diskretisierung gestellt werden. Am häufigsten findet man in der Li-

teratur die bekannte Courant-Friedrichs-Levi-Bedingung (CFL), die bedeu-

tet, daß kein Partikel eines Fluids in der Zeit δt mehr als eine Gitterweite

δx bzw. δz zurücklegen darf. Diese Bedingung steht im unmittelbaren Zu-

sammenhang zur numerischen Behandlung der hyperbolischen Differential-

gleichung (s.a. Abschnitt 3.2.2). Genauere Stabilitätsuntersuchungen hierzu
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können z.B. bei Peyretl & Taylor (1983) oder Roache (1976) gefunden wer-

den. Basierend auf diesen Untersuchungen wird in der Numerik oft eine ad-

aptive Schrittweitensteuerung [Tome & McKee, 1994] verwendet. Dabei wird

die zeitliche Schrittweite für den nächsten Zeitschritt so gewählt, daß die

CFL-Bedingung erfüllt ist.

δt := ω min

(
δx

|umax|
,

δz

|wmax|

)

Hierbei sind |umax| und |wmax| die maximalen Absolutwerte der vorkommen-

den Geschwindigkeiten. Der Faktor ω ∈ (0, 1] ist hierbei als Sicherungsfaktor

eingebaut. Natürlich kann man auch von Anfang an mit einer festvorgegebe-

nen Schrittweite die Berechnung durchführen. In diesem Fall muß in jedem

Zeitschritt die Stabilitätsbedinung erfüllt sein. Bei einer hohen Variation des

Geschwindigkeitfeldes führt dies zu unnötig kleine Zeitschritten bei lang-

samen Geschwindigkeiten, was eine Verlängerung der Rechenzeit bewirkt.

Außerdem kann gezeigt werden [Schmeling, 1990], daß eine starke Abwei-

chung der Zeitschrittlänge von der CFL-Bedingung ebenfalls zu numerischen

Schwierigkeiten bei der Approximation der exakten Lösung führt.

Analog zur Schranke für den advektiven Partikeltransport gibt es auch für

Diffusionsprobleme eine Beschränkung des zulässigen Zeitschritts. Dieser be-

sagt, physikalisch gesehen, daß der maximal zulässige Zeitschritt kleiner als

die charakteristische Diffusionszeit über eine Gitterweite sein muß. Daraus

folgt für diffusive Prozesse folgende Zeitschranke.

δt ≤ 1

2 · κ
(

1
δx2 + 1

δz2

)

Zusammen mit dem CFL-Kriterium ergibt sich damit eine obere Schranke

für die Berechnung von zeitabhängigen Advektions-Diffusions-Problemen.
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3.3 Freie Randwertprobleme

Nachdem bisher nur Differentialgleichungen in einem fest vorgegebenen Ge-

biet Ω berücksichtigt wurden, sollen jetzt sogenannte freie Randwertprobleme

behandelt werden. Bei diesen Problemen kann sich die Form des Gebietes, in

dem die Berechnung erfolgt, zeitabhängig verändern. Es sind also nicht nur

physikalische Größen wie die Geschwindigkeitskomponenten und die Tempe-

raturverteilung, sondern auch das Gebiet Ωt gesucht, welches eine Substanz

zum Zeitpunkt t einnehmen kann.

Neben den vorangegangenen Differentialgleichungen, den Anfangsbedingun-

gen und den Randbedingungen an den festen Rändern werden hier zusätzlich

die Anfangskonfiguration des Gebietes Ωt und Bedingungen an den frei-

en Rändern zur Problembeschreibung benötigt. In dem Modell einer Zwei-

phasenströmung stellt die Grenze zwischen dem Gebiet mit Schmelzanteil

und dem Gebiet ohne Schmelzanteil einen freien Rand dar. Dieser Rand ist

zeitabhängig und kann sich von Zeitschritt zu Zeitschritt räumlich ändern.
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Abbildung 3.5: Das Berechnungsgebiet Ωt wird durch einen zeitlich

veränderlichen freien Rand begrenzt .

In jedem Zeitschritt muß bei freien Randwertproblemen also zunächst das
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aktuelle Gebiet Ωt bestimmt werden. Dies kann zum Beispiel durch die Ver-

wendung von Partikeln geschehen, die von Zeitschritt zu Zeitschritt aufgrund

der aktuellen Geschwindigkeiten fortbewegt werden und die die aktuelle La-

ge des Gebietes beschreiben. Mit Hilfe dieser Partikel kann ein rechteckiges

Grundgebiet in zwei (oder mehrere) Teilgebiete zerlegt werden, die durch

die Präsenz oder das Fehlen von Partikeln charakterisiert sind. Die Grenze

zwischen den Gebieten bildet dann den freien Rand (Abb. 3.5).

Neben der Methode, die Gebietsform durch Partikel zu bestimmen, gibt es

noch einige weitere Möglichkeiten, die insbesondere im Speicher- und Rechen-

aufwand wesentlich günstiger abschneiden. Zum Beispiel kann der freie Rand

durch den Graphen einer Höhenfunktion h = h(x) oder h = h(z) beschrieben

werden [Hirt et al., 1975] oder die Partikel werden nur zur Berechnung des

freien Randes benutzt [Chen et al., 1991].

Des weiteren besteht die Möglichkeit ein gegebenes Feld F als Kriterium zur

Bestimmung des freien Randes zunutzen. Im diskretisierten Fall wird hier-

bei jeder Gitterpunkt Fij auf einen gegebenen Wert fex getestet. Gleichzeitig

erfolgt dieser Test für alle umliegenden Gitterpunkte. Dadurch wird festge-

stellt, ob es sich um einen Randpunkt handelt und in welchen Richtungen

sich das gesuchte Gebiet befindet. Die Kennzeichnung der verschiedenen Git-

terpunkte erfolgt mit einem Integer-Feld durch das Setzen verschiedener Bits

(Abb. 3.6).

1.Bit 2.Bit 3.Bit 4.Bit 5.Bit

Mitte Ost West Süd Nord

Abbildung 3.6: Die Setzung der Bits erfolgt für Gitterpunkte, bei denen eine

vorgegebene Feldgröße einen Grenzwert übersteigt. Für Feldwerte unterhalb

dieser Grenze werden die Bits nicht gesetzt.



KAPITEL 3. NUMERISCHE GRUNDLAGEN 34

Für Gitterpunkte mit Fij > fex wird das erste Bit auf 1 gesetzt und für

Gitterpunkte mit Fij ≤ fex auf 0. Die Kennzeichnung der umliegenden Git-

terpunkte erfolgt durch das entsprechende Setzen des 2. bis 5. Bits, entspre-

chend den Himmelsrichtungen Nord, Ost, Süd und West, auf 1, falls für den

jeweilige Gitterpunkt Flk > fex gilt und auf 0 falls nicht. Insgesamt sind so

15 verschiedene Typen von Randpunkten zu unterscheiden.

Mit Hilfe dieser Markierung werden die einzelnen Gitterpunkte in verschie-

dene Typen aufgeteilt.

leere Punkte: Punkte mit Fij ≤ fex

innere Punkte: Punkte mit Fij > fex, die nicht an leere Punkte

angrenzen

Randpunkte: leere Punkte, die aber auch zu inneren Punkten be-

nachbart sind

Das Gebiet Ωt wird durch die inneren Punkte approximiert, und der freie

Rand wird durch die Randpunkte näherungsweise beschrieben.

Mit diesen Informationen lassen sich nun die notwendigen Randwerte, ent-

sprechend den gestellten Randbedingungen, aus den inneren Gitterpunkten

berechnet.

Bei der Bestimmung des Randes kann es vorkommen, daß Randpunkte entwe-

der vollständig innerhalb innerer Punkte liegen oder an gegenüberliegenden

Seiten zu inneren Punkten benachbart sind. In diesem Fall werden die Rand-

punkte zu inneren Punkten gewandelt. Sollte diese Änderung des Randes

von der Modellierung her nicht erwünscht sein, so kann es durch eine Git-

terverfeinerung verhindert werden. Analog werden so gelegene innere Punkte

bei der Berechnung nicht behandelt. Auch dies kann durch eine Verfeinerung

des Gitters verhindert werden. In Abbildungen (3.7) sind einige Beispiele

für zulässige und unzulässige innere Punkte dargestellt. Zur weiteren Veran-

schaulichung dieser Methode sei auf die Problemformulierung in Abschnitt

4.1 verwiesen.





Kapitel 4

Das Modell

4.1 Problemformulierung

4.1.1 Motivation

Im Erdmantel und in der Erdkruste gibt es Reservoire, die sich durch ih-

re chemischen Zusammensetzungen voneinander unterscheiden. Sie werden

nach ihren chemischen und isotopischen Mengenverhältnissen und ihrer Ent-

stehung klassifiziert. Die Entstehung kann durch eine Kombination mehrerer

Prozesse, wie partielles Schmelzen, Segregation, Aufstieg der Schmelze, Dif-

ferentiation der Schmelze und lateraler Transport der Schmelze, beeinflußt

werden. Die Differentiation erzeugt chemische und isotopische Unterschie-

de, während die thermische Konvektion in Richtung einer Homogenisierung

in Bereichen des Erdmantels wirkt. In früheren Modellen [Walzer & Hen-

del, 1999, 1997a, 1997b] wurden die Auswirkungen dieses Zusammenspiels

untersucht. Die thermische und chemische Entwicklung des Erdmantels und

der Erdkruste wird hierbei simultan modelliert. Es erfolgt die gleichzeitige

Modellierung eines Fraktionierungsmechanismus und einer thermischen 2D-

FD-Boussinesq-Konvektion.

36
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Bei diesen Modellen konnten erstaunlich gute Übereinstimmungen zwischen

den berechneten Modellergebnissen und geophysikalischen, geologischen und

geochemischen Beobachtungen erzielt werden. Die beschriebenen Mecha-

nismen zeigten akzeptable Werte für die Temperatur, die Viskosität, den

Wärmefluß, die Mantelkriechgeschwindigkeit und die Geschwindigkeit der

Kontinente. Im aktuellsten Modell kann zusätzlich die Entstehung einer

hauptsächlich verarmten oberen Hälfte des Mantels, einschließlich großer Be-

reiche des oberen Teils des unteren Mantels, gezeigt werden. Es verbleibt

eine überwiegend angereicherte untere Hälfte des Mantels. Diese, seit dem

Phanerozoikum existenten zwei Hälften werden durch eine nicht sehr scharfe

Grenze getrennt.

In einer erweiterten Theorie und im hier vorzustellenden Modell ist die

Einführung zweier Geschwindigkeitsfelder möglich, eines für die Matrix und

eines für die Schmelze. Gebiete mit partieller Schmelze entstehen an Stellen,

wo die aktuelle Temperatur die Schmelztemperatur für bestimmte Minera-

le, in Abhängigkeit vom hydrostatischen Druck, übersteigt. Es wird nun ein

einfacher Mechanismus zur chemischen Fraktionierung benutzt. Wenn die

vertikale Geschwindigkeitskomponente, in einem hinreichend großen Gebiet,

einen kritischen Wert wc erreicht, wird angenommen, daß die Schmelze nach

oben steigt und so der Mantelregion entzogen wird. Die Größe des aufstei-

genden Anteils der Schmelze wird durch einen kritischen Porositätswert fc

bestimmt. Die Schmelze ist wegen der hohen Inkompatibilität der Radionu-

klide an diesen angereichert.

Dies führt zu den Fragen, ob es zu einer Verarmung an diesen Elementen

im Erdmantel kommt, ob sich dies auf bestimmte Bereiche, räumlich und

zeitlich, beschränkt und welche Auswirkungen dieser Mechanismus für beob-

achtbare geophysikalische, geologische und geochemische Größen hat.

Im Unterschied zu anderen Modellen ist der neue Ansatz zur Beantwor-

tung dieser Fragen über das Modell einer Zweiphasenströmung wesentlich

effektiver und wirklichkeitsnäher. Alle physikalischen Größen werden über
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die Lösung von Differentialgleichungssystemen, die aus den jeweiligen Erhal-

tungsgleichungen hergeleitet wurden, ermittelt.

Die Entstehung einer frühen Lithosphäre und die Bildung von kontinentaler

Kruste wird in diesem Modell nicht berücksichtigt.

4.1.2 Schmelze und Porosität

Gebiete mit partieller Schmelze entstehen an Stellen, wo die aktuelle Tempe-

ratur die Schmelztemperatur für bestimmte Minerale, in Abhängigkeit vom

hydrostatischen Druck, übersteigt.

Bei der Modellierung wird der Massenanteil der Schmelze aus dem gegebenen

Temperatur- und Druckfeld nach den Gleichungen (4.1) und (4.2) [McKenzie,

1984] berechnet, wenn die Temperatur hoch genug und der Druck niedrig

genug ist.

für P ≥ 3.5 · 109 gilt:

X =
1

124

(
T − 115 − 120 · 10−9P

)
(4.1)

für P ≤ 3.5 · 109 gilt:

X =
T − 1115 − 120 · 10−9P

600 − 136 · 10−9P
(4.2)

Hierbei ist T die Temperatur in Kelvin, P der Druck in GPa und X der

Gewichtsanteil der Schmelze. Mit dem Gewichtsanteil erfolgt dann die Be-

rechnung der Porosität f in Abhängigkeit von den Dichten der Matrix %s und

der Schmelze %m durch die Gleichung (4.3).

f =
X%s

%m + X (%s − %m)
(4.3)
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4.1.3 Viskosität

Im Modell wird die Scherviskosität der Matrix als temperatur- und druck-

abhängig angenommen. Über diese Abhängigkeit wird sie als Funktion des

Raumes und der Zeit betrachtet.

η = k 1 · exp (k 2Tm/T ) (4.4)

Die Schmelztemperatur Tm wurde hierbei zusammengesetzt [Ranalli, 1991]

aus einer Soliduskurve für reinen Peridotit für den oberen Mantel [Ito & Taka-

hashi, 1987], einer Schmelzpunktkurve für Perovskit [Heinz & Jeanloz, 1987]

für den unteren Mantel bis zu einer Tiefe von 1500 km und einer Schmelz-

punktkurve für Perovskit [Knittle & Jeanloz, 1989] für den Mantel unterhalb

einer Tiefe von 1500 km (Abb 4.1). k1 und k2 sind konstante Größen und

haben in Anlehnung an andere geodynamische Modelle [Walzer & Hendel,

1997b] die Werte 5 · 107 bzw. 29.

4.1.4 Strömungen

Das Umschreiben der Erhaltungsgleichungen der Masse und des Impulses

in die Form einer Stromfunktion [Walzer, 1995] ergibt eine biharmonische

Gleichung 4. Ordnung (4.5).

4
∂2

∂x∂z

(
η

∂2ψ

∂x∂z

)
+

(
∂2

∂z2
− ∂2

∂x2

) [
η

(
∂2ψ

∂z2
− ∂2ψ

∂x2

)]
=

(%s αs g)
∂T

∂x
+ [(%s − %m) g]

∂f

∂x
(4.5)

Wobei x die horizontale und z die vertikale kartesische Komponente, η die

dynamische Viskosität der Matrix, %s und %m die Dichten der Matrix und

der Schmelze, αs der thermische Ausdehnungskoeffizient der Matrix und g
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schwindigkeitskomponenten der Matrix in Abhängigkeit von der Porosität

und anderen physikalischen Größen. Hierbei werden im Modell folgende Ver-

einfachungen vorgenommen. Es wird nur vertikale Entmischung angenom-

men und bei der Druckzusammensetzung wird bei der Berechnung nur der

hydrostatische als relevant betrachtet. Ein Problem der numerischen Berech-

nung entsteht aufgrund des enormen Viskositätskontrastes. Während die

Viskosität der Matrix bei etwa 1018 Pa s angenommen wird, liegt die der

Schmelze um Größenordnungen tiefer bei etwa 1...10 Pa s. Ein solcher Kon-

trast läßt sich mit der heutigen Rechentechnik numerisch nicht fassen, wie

auch durch Arbeiten an Modellen mit ähnlicher Problematik gezeigt werden

konnte [Christensen et al., 1999; Bittner, 1995]. Aus diesem Grund wird ein

künstlicher Viskositätswert für die Schmelze im Modell benutzt. Dieser vari-

iert um 2 bis 4 Größenordnungen, je nach Modellierung und je nach Lauf, von

der Viskosität der Matrix. Dies ist eine gute Variante um trotz numerischer

Unzulänglichkeiten geophysikalisch sinnvoll modellieren zu können, wie u.a.

durch das Referenzmodell (Abschnitt 5.2) gezeigt werden kann.

4.1.5 Konzentrationen

Nach der Berechnung der Geschwindigkeitskomponenten wird die Konzen-

trationsverteilung der Radionuklide berechnet. Der Index ν bezeichnet die

einzelnen, für die radiogene Aufheizung der Erde hauptverantwortlichen, Nu-

klide. Der Index 1 steht für das Isotop 40K, 2 für 232Th, 3 für 235U und 4 für
238U. Zu Beginn der Evolution der Erde wird eine homogene Anfangsver-

teilung der Elemente im oberen und unteren Erdmantel gefordert. Durch

chemische Segregation und konvektive Strömungen ändert sich diese Vertei-

lung der Wärmequellen kontinuierlich. Besonders interessant sind während

der zeitlichen Entwicklung des Erdmantels Bereiche mit vorhandener parti-

eller Schmelze. Diese Gebiete lassen sich aus dem in (4.3) berechneten Po-

rositätsfeld ermitteln. Für diese Regionen wird die Konzentrationsgleichung

(2.8) gelöst und man erhält cm ν als Gewichtskonzentration des ν-ten Ele-
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ments in der Schmelze.

Es wird nun ein einfacher Mechanismus zur chemischen Fraktionierung be-

nutzt. Wenn die vertikale Geschwindigkeitskomponente, in einem hinreichend

großen Gebiet, einen kritischen Wert wc erreicht, wird angenommen, daß die

Schmelze der betreffenden Mantelregion entzogen wird. Die Schmelze ist we-

gen der hohen Inkompatibilität der Radionuklide an diesen angereichert. Die

Größe des aufsteigenden Anteils der Schmelze wird durch einen kritischen

Porositätswert fc bestimmt. Dabei wird cm ν durch fc · cm ν ersetzt, d.h. die

Gewichtskonzentration der Schmelze wird um den Faktor fc vermindert und

so ein Aufstieg der Schmelze vorgegeben.

Unter Berücksichtigung der Beziehung (2.7) wird im Anschluß, in

Abhängigkeit von der Dichte der Schmelze, der Dichte der Matrix und der

Porosität, die aktuelle totale Gewichtskonzentration c t ν (2.10) des ν-ten Ele-

ments berechnet. Die totale Gewichtskonzentration wird außerdem als von

der Matrixgeschwindigkeit abhängig betrachtet. Die zeitliche und örtliche

Variation der totalen Gewichtskonzentration wird vereinfacht durch die Glei-

chung (4.7) berechnet. Die Diffusivität der Matrix wird dabei vernachlässigt,

da sie von zu geringer Bedeutung ist.

0 = − [(1 − f) %sK c ν ]
∂c t ν

∂t
− (1 − f) %sK c ν V · ∇c t ν (4.7)

Diese neue totale Gewichtskonzentration der Radionuklide geht über die Be-

rechnung der Wärmequelldichte nach der Gleichung (2.11) in die Berechnung

eines neuen Temperaturfeldes (folgender Abschnitt) ein.

Für die Berechnung der Größen der Schmelze, wie die Gewichtskonzentra-

tionen c t ν und die Geschwindigkeitskomponenten, wird die Methode der frei-

en Randprobleme (Abschnitt 3.3) numerisch adaptiert und genutzt.

Hierbei erfolgt die Berechnung dieser Größen nur in den Regionen des Auf-

tretens der partiellen Schmelze (Abb. 4.2) und nicht im gesamten Gebiet,
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wo partielle Schmelze evt. auftreten könnte. Dies bewirkt eine günstigere

Rechenlast auch für kleine Zeitintervalle, die durch hohe Geschwindigkeits-

spitzen bedingt sein können.

Im Detail wird dabei wie folgt vorgegangen. Gebiete, in denen partielle

Schmelze entsteht, sind in Abhängigkeit vom Porositätsfeld vorgegeben. Die-

se Bereiche sind räumlich und zeitlich veränderlich. Um sie numerisch fas-

sen zu können, ist es notwendig, daß die Ränder und die Gebiete bestimmt

werden. Hierzu wird jeder Gitterpunkt auf einen gegebene Porositätswert

getestet. Wird dieser überschritten gehört der Gitterpunkt zum Gebiet. Um

Aussagen über Ränder treffen zu können, ist es aber notwendig auch die

umgebenen Gitterpunkte zu testen, um festzustellen ob diese zum Gebiet

gehören oder nicht. Die Kennzeichnung der einzelnen Gitterpunkte geschieht

über ein vorgestelltes Bit-Feld (Abb. 3.6).
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Abbildung 4.2: Darstellung des freien Randes zwischen Gebieten ohne und

mit Schmelzanteil.

In diesen Bit-Feld werden nun verbotene Randpunkte, d.h. Gitterpunkte die

an gegenüberliegenden Seiten an zwei Gebiete grenzen, in Gebietspunkte um-

gewandelt. Sollte dies von der Modellierung her nicht erwünscht sein, so kann
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man durch eine Gitterverfeinerung die Gebietsränder wieder herstellen. Au-

ßerdem werden einzelne Gebietspunkte von der weiteren Berechnung ausge-

schlossen. Dies stimmt mit der Modellforderung, daß Schmelzaufstieg erst in

einem hinreichend großen Gebiet stattfindet, überein. Die wichtigsten Größen

bei der Berechnung des Schmelzverhaltens sind die Geschwindigkeitskompo-

nenten und die Gewichtskonzentrationen der Schmelze, weitere in Gleichung

(2.8) dargestellte Größen ergeben sich entweder daraus, sind bereits berech-

net oder sind gegebene Parameter. Die Geschwindigkeitskomponenten sind

über das verallgemeinerte Darcy-Gesetz bestimmt, was ein großer Vorteil

des Modells ist. Zu berücksichtigen ist jedoch, daß an ehemaligen verbotenen

Rändern die Werte, auch anderer benötigter Größen, z.B. durch Mittlung

neu berechnet werden müssen. Danach werden die Randwerte des Gebietes

entsprechend den geforderten Randbedingungen bestimmt. Im Falle der Ge-

schwindigkeitskomponenten werden sie so gewählt, daß keine Strömung in

die Gebiete hinein oder hinaus geht, da die Porosität nur im Inneren den

Wert hat, der eine Schmelzgeschwindigkeit erlaubt.

Als nächstes benötigt man Werte für die Gewichtskonzentration der einzel-

nen Elemente in der Schmelze. In Bereichen, wo schon im vorherigen Rechen-

schritt Schmelze auftrat, wird der Wert übernommen. Für neu (oder wieder)

geschmolzene Bereiche wird eine Anfangsschmelze nach cm ν = ct ν/Kc ν in

Abhängigkeit von der totalen Schmelze gewählt. Die Randbedingung dieser

physikalischen Größe wird als impermeabel angenommen.

Ein weiteres Problem stellt die unterschiedliche Zeitdiskretisierung für das

Verhalten der Schmelze und das Verhalten der Matrix dar. In Abhängigkeit

von den entsprechenden Geschwindigkeiten erhält man unterschiedliche Zeit-

schrittlängen wegen der notwendigen Einhaltung des CFL-Kriteriums. Ein

Zeitschritt in der Matrixberechnung deckt i.a. mehrere kleinere Zeitschrit-

te in der Schmelzberechnung ab. Aus diesem Grund wird die Berechnung

der Größen der Schmelze in einer Schleife sooft durchlaufen, bis der neue

Zeitschritt der Matrixberechnung erreicht ist.
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Eine bestimmte Anzahl von Läufen basieren auf der Annahme einer homo-

genen Anfangsverteilung der Gehalte der Radionuklide im gesamten Mantel.

In anderen Läufen erfolgt in Anlehnung an andere Modelle [Walzer & Hen-

del, 1997b] die Annahme, daß für Tiefen kleiner als 660 km die c tν aller vier

Radionuklide um einen Faktor k8 erhöht sind. Obwohl man so akzeptable

thermische Werte erhält, führt dies zu einen verarmten oberen Mantel im

Laufe der Evolution. Für den unteren Mantel wird k8 = 1 gesetzt, während

im oberen Mantel verschiedene Werte k8 = 5.491 . . . 5.552 getestet wurden.

Im Referenzmodell wurde ein Wert von 5.512 für k8 angenommen. Der Ein-

fluß leichter Variationen dieses Parameters auf das Modell wird im Abschnitt

5.3 diskutiert.

Die Berechnung der Konzentrationen erfolgt mit einem modifizierten upwind-

Verfahren. Wenn die Geschwindigkeiten relativ groß sind erfolgt die Berech-

nung nach der in Abschnitt 3.2.2 dargestellten upwind-Differenz. Bei klei-

neren Geschwindigkeiten erfolgt die Berechnung durch eine Mittlung der

upwind- und der zentralen Differenz. Zur weiteren numerischen Stabilität

wird das ADI-Verfahren eingesetzt. Im Unterschied zu anderen Modellen er-

folgt die Berechnung der beiden Teilschritte jedoch direkt hintereinander und

ohne zwischenzeitliche Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes.

4.1.6 Temperatur

Die in Gleichung (2.6) dargestellte Form der Berechnung des Temperatur-

feldes wird in diesem Modell stark vereinfacht. Da einerseits die Rechen-

zeit in realistischen Bereichen gehalten werden muß und andererseits der

Schwerpunkt des Modells bei der Simulation einer Zweiphasenströmung liegt,

werden bei der Temperaturberechnung nur die Terme aus Gleichung (2.6)

berücksichtigt, die einen bedeutenden Einfluß auf das Modell haben. Glei-

chung (2.6) wird hierbei vereinfacht zu (4.8).
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0 = − [(1 − f) %scps ]
∂T

∂t
− (1 − f) %scps V · ∇T

+ k∇ 2 T + Q (4.8)

Die Änderung in der Verteilung der Gewichtskonzentrationen der Radionukli-

de geht so über die Wärmeleistungsdichte Q in die Berechnung des Tempera-

turfeldes ein. Die Berechnung erfolgt, wie bei der Konzentrationsberechnung,

über ein modifiziertes upwind-Verfahren und über die direkte Hintereinan-

derausführung der beiden ADI-Teilschritte.
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-
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Abbildung 4.3: Darstellung der Randbedingungen für die Matrixberechnung

mit den Werten T2 = 293 K, P0 = %s · g · h = 9.355797 · 1010 Pa und qcmb =

20 mW/m2.
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4.1.7 Anfangs- und Randbedingungen

In dem Modell wird eine moderate Anfangsverteilung der Temperatur ver-

wendet. Diese wird nach Tanf = 0.71 ·Tm über die Schmelztemperatur Tm (

Abb. 4.1) ermittelt. Da die Oberflächentemperatur der Erde seit mindestens

3.8 · 109 Jahren in dem relativ kleinen Intervall zwischen Fest- und Siedepunkt

des Wassers geblieben ist, obwohl die Leuchtkraft der Sonne seit 4.55 · 109

Jahren um etwa 26% zugenommen hat, ist die Annahme einer konstanten

Temperatur an der Erdoberfläche gerechtfertigt [Walzer & Hendel, 1997b].

An der Kern-Mantel-Grenze wird im Modell keine feste Temperatur ange-

nommen. Die Abnahme der Heizung im Mantel wird durch die Konvektion

verursacht. Die Grundlage der Wärmeproduktion ist der radioaktive Zerfall.

Diese gegensätzlichen Prozesse können die Konstanz der Temperatur an der

Kern-Mantel-Grenze nicht gewährleisten. An dieser Grenze wird jedoch ein

konstanter Wärmestrom von qob = 20 mW ·m−2 angenommen, was u.a. aus

der Theorie des Geodynamos geschlossen werden kann [Stacey, 1992; Wal-

zer & Hendel, 1999]. Die Randwerte der Matrixströmung sind wie üblich als

tangentialspannungsfrei angesetzt. Dies ist im Fall des oberen und unteren

Randes auch geophysikalisch, wegen des hohen Viskositätskontrastes zwi-

schen Kruste und Ozean (oben) und zwischen unteren Mantel und äußeren

Erdkern (unten), gerechtfertigt. Die Randbedingungen für die Größen der

Schmelzbereiche werden wie in Abschnitt 4.1.5 erläutert gewählt.

Um die Strömung zu aktivieren wird eine in anderen geodynamischen Model-

len [Walzer & Hendel, 1997b] bewährte Anfangsstörung (4.9) mit As = 0.01

gewählt.

Ts(x, z) = As · sin
(

π · x
xmax

)
· cos

(
π · z

2 · zmax

)
· Tm(z) (4.9)

Hierbei ist Tm(z) die diskretisierte Schmelzpunktkurve und xmax bzw. zmax

die Ausdehnung des Modellgebietes in horizontaler bzw. vertikaler Richtung.
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Es ist bekannt, daß in einer Tiefe von 660 km eine starke Änderung der

Seismizität stattfindet. Die seismische Geschwindigkeit steigt um über 6%

und eine negative Clapeyron-Neigung (−3.0 ± 1.0) MPa · K−1 ist wahr-

scheinlich [Akaogi & Ito, 1993]. Durch den endothermen Phasenübergang

von Spinel nach Perovskit und Magnesiowüstit wird auch eine beachtliche

Änderung der Viskosität erwartet. Beides führt zu einer großen Verminderung

des Durchflusses an dieser Diskontinuität. Dies begünstigt eine zweischich-

tige Konvektion im Erdmantel. Aus diesem Grund wird in einer Tiefe von

660 km die horizontale Geschwindigkeitskomponente im Modell heuristisch

auf Null gesetzt. Dies erzwingt eine zweischichtige Mantelkonvektion. Zur

detaillierteren Motivation dieser Modellannahme sei auf Arbeiten mit die-

ser Annahme [Walzer & Hendel, 1997a, 1997b] und auf Arbeiten mit einer

eleganteren und wirklichkeitsnäheren Lösung [Walzer & Hendel, 1999] ver-

wiesen. In der letzteren Arbeit wird gezeigt, daß sich unter Berücksichtigung

der Clapeyron-Neigung und weiterer physikalischer Parameter eine nicht ex-

plizit vorgegebene zweischichtige Konvektion im Erdmantel einstellt.

Auf die Problematik des Übergangs zu dimensionslosen Größen soll im Rah-

men dieser Arbeit nicht explizit eingegangen werden. Die dimensionsbehafte-

ten Größen werden, wie schon oft gezeigt [Schmeling, 1990; Walzer & Hendel,

1999; Spiegelman, 1996], mit Skalierungswerten in dimensionslose Größen

umgewandelt.

4.2 Implementierung

Das Programm wurde auf der Basis des Finiten Differenzenverfahrens in

Fortran90 geschrieben. Die Programmiersprache Fortran90 wurde gewählt,

da sie einerseits viele Elemente moderner Sprachen (Objektorientiertheit,

Zeigertechnik, dynamische Speicherverwaltung, etc.) enthält und andererseits

einen leichten Übergang zu HPF (High Performance Fortran) bietet, welches

speziell für Mehrprozessorrechner entwickelt wurde.
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Der Aufbau des Programmes ist stark modular geprägt und ermöglicht so

einen relativ leichten Austausch von Unterprogrammen bzw. das Hinzufügen

von weiteren, neuentwickelten Programmteilen.

Die Eingabe von Daten und Steuerparametern geschieht durch das Einle-

sen einer leicht editierbaren ASCII-Datei zum Programmstart. Diese Datei

enthält alle notwendigen Anfangs- und Randbedingungen für die verwende-

ten Felder und Skalare. Anfangswerte werden speziell für das Temperatur-

feld (linear, T-Profil), für das Druckfeld und für die vier Konzentrationsfelder

benötigt. Randbedingungen werden, zusätzlich zu diesen Feldern, speziell für

die Strömungsfelder eingelesen. Des weiteren können bestimmte Aspekte des

Programmablaufs durch diese Datei gesteuert werden. So ist es z.B. möglich

die Berechnung mit und ohne innere Heizung oder mit und ohne Schmelzbil-

dung durchzuführen.

Die Ausgabe kann in drei Protokollierungsdateien erfolgen, die über die Ein-

gabe einzeln wählbar sind. In der ersten Datei (prot1.dat) werden alle für

die Auswertung wichtigen Felder abgespeichert. Die zweite Datei (prot2.dat)

beinhaltet notwendige gemittelte Tiefenplots dieser Felder und in einer drit-

ten Datei (prot3.dat) wird das räumlich gemittelte Langzeitverhalten ein-

zelner Felder und Skalare aufgezeichnet. Abb. 4.4 verschafft einen groben

Überblick über die verwendeten Unterprogramme und ihre prinzipiellen Auf-

gaben. Der geschriebene Programmquelltext hat einen Gesamtumfang von

über 5000 Zeilen, was ungefähr 80 A4-Seiten entspricht.

Zur Auswertung der Programmergebnisse wurden mehrere umfangrei-

che Programme in IDL (Interactive Data Language) geschrieben, welche

hauptsächlich auf die Auswertung und grafische Darstellung der Daten

der drei Protokollierungsdateien abgestimmt sind. Des weiteren wurde ein

Perl-Script programmiert, welches in Verbindung mit IDL und LATEX ein

Postscript-Dokument erstellt, das Grafiken wählbarer Felder zu festen Zeit-

schritten (1 Ga,...,4.5 Ga) beinhaltet.
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Konfiguration einlesen init0, init1

?
System initialisieren init0, init1

Felder aufbauen
Wertezuweisung

glob. Größen berechnen

?
Berechnung der Gewichtsanteile der

Schmelze (X) und der Porosität (f)
sub01

?
Bewegungsgleichung lösen

Viskosität berechnen
Lastvektor berechnen

Gleichungssystem lösen

sub02
sub03
sub04

?
Zeitschrittweiten berechnen courant1&2

©©HHHH©© part. Schmelze ?
?

-

janein

Konzentrationsgleichungen lösen
Schmelzgebiet bestimmen
Systemmatrix aufbauen
Gleichungssystem lösen

sub04b

‡

?
Wärmeleistungsdichte ermitteln sub04a

?
Wärmetransportgleichung lösen

Systemmatrix aufbauen
Gleichungssystem lösen

sub05

‡

?
Werteausgabe & -protokollierung sub07

©©HHHH©© Endzeit erreicht ?
?

-

janein

Programmende

‡... Lösung mit ADI-Doppelschritt

Abbildung 4.4: Grobstruktur des Programms



Kapitel 5

Ergebnisse

5.1 Benchmarktest

Um das neu entstandene Programm zu testen, wurden zuerst Modelle be-

rechnet, die in einem Benchmark [Blankenbach et al., 1989] veröffentlicht

wurden.

Im Blankenbach-Benchmark werden typische Beispiele thermischer Konvek-

tion mit konstanter und variabler Viskosität sowie unterschiedlichem Zeit-

verhalten (stationär und zeitabhängig) beschrieben. Die Lösungen verschie-

dener, von unterschiedlichen Gruppen verwendeter, Programmcodes wurden

miteinander verglichen und eine “beste” Näherung als Richtwert für neu zu

entwickelnde Programme angegeben.

Im ersten Fall wird eine stationäre Konvektion mit konstanter Viskosität in

einer quadratischen Box betrachtet. Für das Strömungsfeld wurde als Rand-

bedingung Scherspannungsfreiheit (“free slip”) an allen Rändern gewählt.

Die Werte des Temperaturfeldes werden unten (T = 1000◦K) und oben

(T = 0◦K) konstant gehalten und an den Seitenwänden als symmetrisch

(d.h. ∂T
∂x

= 0) vorausgesetzt. Es wird keine innere Heizung angenommen und
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Variablen und Referenzwerte

Variable Bedeutung Referenzwert (SI-Einheiten)

h Höhe des Kastens 106

∆T Temperaturkontrast 1000

% Dichte (Boussinesq-Wert) 4 · 103

κ Kontrast der Temperaturleitfähigkeit 10−6

g Gravitationsbeschleunigung 10

α thermischer Ausdehnungskoeffizient 2.5 · 10−5

ν kinematische Viskosität 2.5 · 1019 (1a)

2.5 · 1018 (1b)

2.5 · 1017 (1c)

cp Wärmekapazität 1.25 · 103

Tabelle 5.1: Übersicht über die im Blankenbach-Benchmark verwendeten Va-

riablen und deren dimensionsbehafteten Referenzwerte (Auszug).

die verwendete Rayleigh-Zahl (Ra = αg∆Th3/κν) wird für drei Fälle vari-

iert:

1a) Ra = 104

1b) Ra = 105

1c) Ra = 106

Weitere wichtige Variablen sind in Tabelle 5.1 auszugsweise dargestellt. Die

Werte des Temperatur- und des Strömungsfeldes im stationären Zustand für

die Fälle 1a) bis 1c) sind in den Abbildungen 5.2 auf Seite 54 ersichtlich. Die

zeitliche Entwicklung der dimensionslosen, räumlich gemittelten Geschwin-

digkeit

vrms =
h

κ

{
1

hl

∫ l

0

∫ k

0

(
u2 + w2

)
dz dx

}1/2
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Im zweiten Fall wird eine stationäre Konvektion mit temperatur- und tie-

fenabhängiger Viskosität betrachtet. Hierbei gelten für das Temperatur- und

das Strömungsfeld die gleichen Randbedingungen wie im ersten Fall. Die

temperatur- und tiefenabhängige Viskosität wird durch folgenden funktio-

nellen Zusammenhang beschrieben:

ν = ν0 exp

{
− b T

∆ T
− c ( 1 − z )

h

}

Im Fall 2a wird ebenfalls eine quadratische Box angenommen. Die verwen-

dete Rayleigh-Zahl hat den Wert 104 und die Konstanten b und c haben die

Werte ln(1000) bzw. 0. Im Fall 2b wird für die Boxbreite das 2,5fache der

Boxhöhe angenommen. Der Wert der Rayleigh-Zahl ist ebenfalls 104 und die

Konstanten b und c haben diesmal die Werte ln(1000) bzw. 0. Ein Vergleich

der Ergebnisse für den Endzustand des Temperatur- und des Strömungsfeldes

zwischen dem neuentwickelten Programm und dem Blankenbach-Benchmark

[Blankenbach et al., 1989; Seite 34] zeigt die gute Übereinstimmung beider

Ergebnisse am Beispiel des Falles 2b (Abb. 5.3).

Fall BBB ZPS Abweichung

1a 42.86 42.81 0.11 %
1b 193.2145 193.2079 0.003 %
1c 833.9897 833.6716 0.03 %
2a 480,4334 482,9796 0.52 %
2b 171,755 174.0734 1.34 %

Tabelle 5.2: Gegenüberstellung der Ergebnisse des Blankenbach-Benchmark
und des neuentwickelten Programms ZPS. Es werden die Werte für die
räumlich gemittelte, dimensionslose Geschwindigkeit vrms dargestellt. Im Fall
1 wird Konvektion mit konstanter Rayleigh-Zahl überprüft. Im Fall 2a ist
die Viskosität temperaturabhängig und im Fall 2b temperatur- und tie-
fenabhängig. Die Ermittlung der Ergebnisse wurden bei einer Gitterauflösung
von 41x 41 durchgeführt.

Die im Benchmark dokumentierten Werte sind in Tabelle 5.2 den Werten des

neuentwickelten Programms gegenübergestellt. Die gute Übereinstimmung
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5.2 Referenzmodell

Nach dem Test der Konvergenz und Stabilität des neuentwickelten Pro-

grammcodes anhand des Blankenbach-Benchmarks [Blankenbach et al., 1989]

für verschiedene geodynamische Konvektionsmodelle, wurden umfangreiche

Modellierungsläufe durchgeführt, um durch die Variation verschiedener Pa-

rameter ein gut geeignetes Modell zu finden. Obwohl die reale Natur der Erde

wesentlich komplizierter ist, als sie in einem geodynamischen Modell beschrie-

ben werden kann, wurden Parameterwerte gesucht, bei denen die berechneten

Ergebnisse möglichst gut mit geologisch und geophysikalisch beobachteten

Werten übereinstimmen. Das diese Näherung aufgrund vieler geologischer

und geophysikalischer Randbedingungen, die im Modell wegen ihrer Man-

nigfaltigkeit keine Berücksichtigung finden konnten, nicht in allen Bereichen

eine vortreffliche Übereinstimmung zeigt ist verständlich und liegt durchaus

in der Natur der Sache.

Als Ergebnis liefert das Referenzmodell eine Verarmung an Radionukliden

im Bereich des oberen Mantels und akzeptable Werte für den Wärmefluß an

der Erdoberfläche. Außerdem steht auch die Verteilungen der Temperatur

und der Viskosität sowie die Werte für die Matrix- und Schmelzgeschwin-

digkeit nicht im Widerspruch zu beobachteten Daten oder zu Daten anderer

relevanter Modellierungen.

Die Schwankungen im zeitlichen Verlauf der Schmelzgeschwindigkeit und

den damit verbundenen Maxima und Minima eines möglichen Aufstiegs von

Schmelze, veranschaulichen grob die Zyklen der Entstehung von ozeanischen

Plateaus, die bekannterweise eine Anreicherung an inkompatiblen Elementen

aufweisen.
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Diese Einschränkung gilt auch für das untere Teilbild, welches die Konzentra-

tionsverteilung zeigt. Besonders interessant ist der Zusammenhang zwischen

der örtlichen Verteilung des Wärmestroms und den Bereichen des Auftretens

von partieller Schmelze.

Während es zu Beginn der Evolution des Erdmantels relativ große Bereiche

mit partieller Schmelze gibt, konzentriert sich diese in der voranschreiten-

den Entwicklung auf kleinere Bereiche, die jedoch im Inneren höhere Poro-

sitätswerte beinhalten. Der Zusammenhang dieses Verhaltens mit der fort-

schreitenden Verarmung des oberen Mantels an Radionukliden bedarf jedoch

noch weiterer Berechnungen. Die Episodizität des Auftretens von Zeiten mit

erhöhter partieller Schmelze wird durch die zeitliche Entwicklung der mitt-

leren Geschwindigkeit der Schmelze charakterisiert (Abb. 5.5).

5.3 Parametervariationen

k8-Variationen

Eine Anzahl von Modelläufen basiert auf der Annahme, daß die Gehalte

c t ν der vier Radionuklide für Tiefen kleiner als 660 km Tiefe um einen Fak-

tor k8 erhöht sind. Für den unteren Mantel wird k8 = 1 gesetzt und im

oberen Mantel mit verschiedenen Werten 5.491 . . . 5.552 experimentiert. Im

Referenzmodell wurde für k8 ein Wert von 5.512 angenommen. Im folgen-

den soll der Einfluß der Variation des Parameters k8 auf die Entwicklung

der Geschwindigkeit der Schmelze v untersucht werden. Obwohl diese Ge-

schwindigkeit ziemlich empfindlich gegenüber Änderungen von Parametern

ist, zeigen die in Abbildung 5.16 dargestellten Kurven einen relativ stabilen

Verlauf.
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fc , wc-Variationen

Der im Modell wirkende Mechanismus zur chemischen Fraktionierung ist

stark von dem kritischen Wert wc der vertikalen Geschwindigkeitskompo-

nente abhängig. Wird dieser Wert in einem Gebiet überschritten, wird an-

genommen, daß die Schmelze der Mantelregion entzogen wird. Die Schmelze

ist wegen der hohen Inkompatibilität der für die innere Heizung wichtigsten

Radionuklide an diesen angereichert. Die Größe der Verarmung des Mantels

an den Radionukliden wird durch den kritischen Porositätswert fc bestimmt.

Dabei wird die Gewichtskonzentration der Schmelze c t ν um diesen Faktor

vermindert und so ein Aufstieg der Schmelze vorgegeben. Im Referenzmodell

ist der Wert von wc mit 10 cm/a und der Wert für fc mit 0.01 gegeben. In

den Abbildungen 5.17 und 5.18 kann gezeigt werden, daß sich der prinzipi-

elle Kurvenverlauf der mittleren Geschwindigkeit der Schmelze bei leichten

Variationen dieser Parameter nicht verändert und stabil bleibt.

Obwohl sich der zeitliche Verlauf der Kurven in Abhängigkeit von den

gewählten Parametern im Detail unterscheidet, sind während der Proterozoi-

kums und Phanerozoikums beträchtliche Schwankungen in der mittleren Ge-

schwindigkeit der Schmelze und ein allgemein höheres Niveau der Geschwin-

digkeit zu erkennen. Dieses Verhalten zeigt eine große Übereinstimmung mit

anderen Modellen der thermischen und chemischen Evolution des Erdmantels

[Walzer & Hendel, 1997b, Walzer & Hendel, 1999].







Kapitel 6

Diskussion und

Schlußfolgerungen

Die Konvektion im Erdmantel spielt eine wesentliche Rolle bei der thermi-

schen, geochemischen und geologischen Entwicklung der Erde. Im Unter-

schied zu anderen Modellen der Erdevolution [Christensen, 1985] wird nicht

parameterisierte Konvektion benutzt, sondern ein geschlossener geodynami-

scher Ansatz.

Dieser beruht auf den Erhaltungsgleichungen der Energie, des Impulses, der

Masse und der Atomzahlen der für die innere Heizung wichtigsten Radionu-

klide. Aus der Beschreibung der Konvektion durch eine Zweiphasenströmung

ergibt sich eine inhomogene Verteilung der Wärmequellen. Diese Methode

ermöglicht die Aufstellung wesentlich realistischerer Modelle.

Das prinzipielle Ziel dieser Arbeit war das Studium des Einflußes einer Zwei-

phasenströmung und eines einfachen chemischen Segregationsmechanismus

auf die Entwicklung des Erdmantels. Die Berechnungen basieren auf einer

realistischen Verteilung der Anteile der für die Wärmeproduktion hauptver-

antwortlichen Elemente. Diese Verteilung ändert sich durch die thermische

Mantelkonvektion und die chemische Segregation im Laufe der Erdgeschichte.

Es bildet sich ein an Radionukliden verarmter oberer Mantel.
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Die Aktivierungsenthalpie einer stark temperaturabhängigen Viskosität wur-

de mit Hilfe folgender Schmelzpunktkurven berechnet: nach Ito & Takahashi

(1987) für den oberen Mantel, für den oberen Teil des unteren Mantels nach

Heinz & Jeanloz (1987) und für die mittleren und unteren Teile des unteren

Mantels nach Knittle & Jeanloz (1989). Die letzten beiden wurden bestimmt

durch die Anwendung auf Perovskit.

Natürlich kann keine exakte Übereinstimmung mit signifikanten geologischen

Beobachtungen erzielt werden. Dazu ist das Modell eine zu starke Vereinfa-

chung.

Die innere Heizung, die starke nichtlineare Abhängigkeit der Viskosität von

der Temperatur, die Konvektion durch eine Zweiphasenströmung und der

beschriebene Segregationsmechanismus sind wesentlich für das Modell.

Zur numerischen Realisierung des geophysikalischen Modells wurde ein 5000

Programmzeilen umfassendes, anspruchsvolles Programm in Fortran90 ent-

wickelt. Durch die Benutzung dieses relativ neuen Kompilers wurde eine we-

sentliche Effizienzsteigerung bei der eigentlichen Berechnung und eine höhere

Rechengenauigkeit erzielt.

Die Einbeziehung der Theorie der freien Randprobleme bei der numerischen

Umsetzung des geophysikalischen Modells führte zu einer weiteren Verbesse-

rung der Wirksamkeit der Berechnung. Durch die Anwendung dieser Theorie

besteht die Möglichkeit, daß bei der Berechnung der physikalischen Größen

in den Schmelzbereichen man sich auf diese Gebiete beschränken kann. Dies

führt im Vergleich zur Berechnung im gesamten Rechengebiet zu einer Ver-

ringerung der Rechenlast um einen Faktor von 3 bis 5.

Erst hierdurch ist es möglich, die Zweiphasenströmung im Erdmantel in einer

realistischen Rechenzeit zu modellieren und trotzdem soviele Informationen

in die Berechnung zu stecken, daß die Ergebnisse mit beobachtbaren geo-

physikalischen und geologischen Werten in vernünftiger Übereinstimmung

stehen.
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Im Unterschied zur Vorgabe des Modells [Walzer, 1995] wurden Vereinfa-

chungen (s. Kapitel 4) vorgenommen, um einerseits numerische Unzuläng-

lichkeiten auszuschließen und die Rechenzeit in einem für die Modellierung

notwendigen Rahmen zu halten. Andererseits sollten die eingehenden physi-

kalischen Größen auch die eigentliche Geophysik und speziell die Zweipha-

senströmung möglichst realistisch beschreiben können. Auf die zahlreichen

Testläufe mit geänderten Parameterwerten und geänderten Programmcode

zur Erreichung dieses Ziels kann aufgrund des enormen Umfangs im Rah-

men dieser Arbeit nicht eingegangen werden. Es sei jedoch erwähnt, daß der

Weg bis zum Erhalt eines akzeptablen Referenzmodells äußerst kompliziert

und zeitaufwendig war. Das berechnete Referenzmodell liefert jedoch, un-

ter Berücksichtigung der eingegangenen Werte und deren Umfang, sehr gute

Ergebnisse für das Modell einer Konvektion durch Zweiphasenströmung.

Mit dem Modell können realistische Verteilungen für die Temperatur, die

Viskosität und die Geschwindigkeiten berechnet werden. Diese Größen sind

im Modell weder zeitlich noch örtlich konstant, sondern entwicklen sich dyna-

misch. Die temperatur- und druckabhängige Scherviskosität übt eine großen

Einfluß auf die Verteilung und die Stärke der Geschwindigkeiten aus.

Der Wärmestrom an der Oberfläche des Modells hat eine akzeptable Nähe

zum realen Wärmestrom an der Erdoberfläche. Ein langsamer Rückgang des

gemittelten Wärmeflusses an der Modelloberfläche vom Archaikum zum Pro-

terozoikum und Phanerozoikum konnte aufgezeigt werden.

Es entsteht ein an den für die Wärmeproduktion hauptverantwortlichen Ele-

menten verarmter oberer Erdmantel. Das Wachstum eines verarmten oberen

Mantels beeinflußt das Verhalten der thermischen Mantelkonvektion und die

Evolution der einzelnen Bereiche des Erdmantels.

Der Einfluß der Variation der Parameter wurde am Beispiel der Geschwin-

digkeit der Schmelze, als einer der empfindlicheren Größen, untersucht. Es

konnte gezeigt werden, daß leichte Änderungen von Parametern des aufge-

stellten Modells nicht zu elementaren Störungen führen und der physikalische
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Mechanismus stabil funktioniert.

Abschließend soll ein Vergleich der berechneten Resultate mit den Ergeb-

nissen anderer Autoren, die die thermische und geochemische Entwicklung

der Erde modellierten, erfolgen. Im Unterschied zu einem aktuellen Modell

[Walzer & Hendel, 1999] der chemischen Fraktionierung und der thermi-

schen Konvektion wird im vorliegenden Modell die horizontale Geschwin-

digkeitskomponente in der Tiefe der 660 km-Diskontinuität heuristisch auf

Null gesetzt und so eine zweischichtige Mantelkonvektion erzwungen. Dies

wurde zwar durch andere Modelle [Walzer & Hendel, 1997b] als akzeptable

Vereinfachung belegt, jedoch kann die im aktuellen Modell [Walzer & Hen-

del, 1999] gezeigte Verarmung auch von oberen Teilen des unteren Mantels

auf diese Weise nicht modelliert werden. Auch die Bildung einer frühen Li-

thosphäre und die Entwicklung von Kontinenten und die damit verbundenen

Rückkopplungsmechanismen werden im vorliegenden Modell nicht realisiert.

Der Schwerpunkt liegt im wesentlichen in der Untersuchung der Wirkun-

gen einer echten Zweiphasenströmung auf die Konvektion im Erdmantel. Die

Konvektion durch eine Zweiphasenströmung liefert vergleichbare Ergebnisse,

wie das vorgenannte Modell. Die ähnlichen Ergebnisse bei den berechneten

Verteilungen der Temperatur, der Viskosität und der Geschwindigkeiten be-

legen dies.

Ein anderes Modell [Schmeling & Bussod, 1996] befaßt sich mit der Ent-

stehung partieller Schmelze in der kontinentalen Asthenosphäre. Dabei wird

eine nichtnewtonsche Rheologie für Olivin, in Abhängigkeit von Temperatur

und Druck, angenommen. In diesen Modell bewegt sich der Schmelzanteil

zwischen 0 und 2% bei einer trockenen Soliduskurve und zwischen 2 und

4% bei einem mit Wasser gesättigten Solidus. Die im vorliegenden Modell

berechneten Porositätswerte stehen zu diesen Werten nicht im Widerspruch.

Obwohl ein wesentlich einfacheres Viskositätsgesetz benutzt wird, liegen die

berechneten Porositätswerte zwischen 0 und 3 %.

Diese Vergleiche zeigen, daß das erstellte Modell inklusive der numerischen
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und programmtechnischen Realisierung sehr gute Ergebnisse für eine Kon-

vektion durch Zweiphasenströmung liefert. Das bedeutet, daß die Aufgabe

der Behandlung einer Zweiphasenströmung unter wesentlich realistischeren

Bedingungen zu einem positiven Abschluß gebracht wurde. Natürlich könnte

das Modell auf diesen Ergebnissen aufbauend in vielen Ansätzen erweitert

werden.

Die Einführung eines komplizierteren Viskositätsgesetztes könnte zu weiteren

Verbesserungen in der Modellierung führen. Weiterführende Modelle sollten

sich durch eine möglichst realistische Rheologie auszeichnen. In ersten Tests

könnte die Viskositätsberechnung nach Gleichung (4.4) durch

ηλ = η 0 λ ·
(

E 0 λ + V 0 λ · pdim

R · Tdim

)
(6.1)

ersetzt werden. In dieser Gleichung ist E 0 λ die Aktivierungsenergie und V 0 λ

das Aktivierungsvolumen, wobei der Index λ für durch Phasengrenzen ge-

trennte Teile des Mantels steht.

Die Werte beider Größen können, was die Asthenosphäre betrifft, aus Rie-

del und Karato (1997) genommen werden. Der dimensionsbehaftete Druck

pdim stammt aus PREM [Dziewonski & Anderson, 1981]. Als grobe erste

Näherung kann zunächst ein einheitliches Viskositätsgesetz für den gesamten

Mantel angenommen werden, jedoch mit zwei Ausnahmen. Wegen der ho-

hen Formsteife von Granat in der Übergangsschicht wird der Faktor ηλ 0 dort

höher abgeschätzt als im restlichen Hauptanteil des Mantels und es wird eine

konstante Viskosität in der Lithosphäre angenommen.

Ein weiterer Ansatz der Verbesserung des Modells ist die realistischere

Beschreibung des Schmelzverhaltens, durch die Einbeziehung neuerer Er-

kenntnisse über Abhängigkeiten der geochemischen Verteilungskoeffizien-

ten. Hierbei soll die Konzentrationen der für die Heizung der Erde haupt-

verantwortlichen Elemente 238U, 235U, 232Th und 40K nicht festgelegt wer-

den. Statt dessen sollen sie aus den Verteilungskoeffizienten von Schritt zu

Schritt in Abhängigkeit vom SiO2-Gehalt bestimmt werden. Hierbei besteht
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die Möglichkeit, die Werte für die Verteilungskoeffizienten aus relevanten

geochemischen Veröffentlichungen zu übernehmen und die physikalischen

Abhängigkeiten in das Konvektionsmodell einzubauen. Dabei wird der Al-

gorithmus bezüglich der Entwicklung der Schmelze weiter verfeinert.
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